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A Matematica do pega-pega
Angela Soldatelli’

Resumo

Provavelmente, todos j& brincaram de pega-pega e cometeram o erro de interceptar o alvo, ao invés de moverem-se em linha reta em
direcdo a ele. Entdo, se o alvo repentinamente mudar de direcéo, o perseguidor ficara mais distante do alvo do que ficaria se estivesse
correndo diretamente para ele. Neste artigo, discute-se modelos de curvas de perseguicéo, um cléssico problema matematico que remonta a
Leonardo da Vinci. Uma curva de perseguicéo é o caminho tomado por um objeto P que esta perseguindo um segundo objeto A no espago
bidimensional, de tal maneira que o vetor-velocidade de P, em cada momento, visa & posi¢do atual do alvo A.
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The Mathematics of playing tag

Abstract

Everybody have probably played tag before and made the mistake of trying to cut off the target, instead of moving straight towards
it. Then, if the target suddenly changes direction, the pursuer is left further from the target then he would have been if he was running
straight at it. This article discusses models of pursuit curves, a classic mathematical problem dating back to Leonardo da Vinci. A pursuit
curve is the path taken by an object P that is pursuing a second object A in two-dimensional space, so that the velocity vector of P, at any
time, points to the current position of the target A.
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I. INTRODUCAO

Quando criancas, aprendemaos as regras simples do jogo de
pega-pega: participam pelo menos dois jogadores, um deles
(P) é designado para perseguir todos os outros, que, claro,
tentam fugir. Quando P consegue pegar um dos fugitivos,
esse (A) passa a ser o perseguidor, € 0 jogo continua até a
exaustdo. O esconde-esconde, também do género, ¢é
igualmente atraente para as criangas. E certamente todos
lembram os velhos desenhos animados Papa Léguas, Coiote
e Tome Jerry.

A medida que envelhecemos, deixamos de brincar de
esconde-esconde, pega-pega, e desenhos animados, mas
continua a haver, para a maioria das pessoas, um profundo
interesse por perseguicdo e fuga; o fascinio, simplesmente,
torna-se mais sofisticado e mais instigante, fica a batalha
entre o cagador e a caca.

Hollywood ama perseguicdo e fuga — filmes neste
segmento incluem os do Agente 007, Predador, Alien e, mais
recentemente, Prenda-me se for capaz, além de Velozes e
Furiosos. Em videogames de computador também séo
adotados os conceitos de perseguicdo e fuga, como acontece
nos mais bem sucedidos jogos, como, por exemplo, Call of
Duty, Counter Strike e Hitman.

O objetivo com o presente trabalho é estudar problemas
classicos de perseguicdo. Originalmente, podem ter sido
propostos por Leonardo da Vinci, e o primeiro a aplicar o
calculo de Newton a solugdo de tais problemas foi o cientista
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francés Pierre Bouguer em 1732, que imaginou um navio
pirata ultrapassando um navio mercante em alto mar. No
entanto, o termo “curva de perseguicdo” foi definido pela
primeira vez pelo britanico George Boole, em 1859 (Fig. 1)

[1].

Fig. 1: George Boole e Pierre Bouguer [2].

Curvas de perseguicdo surgem em uma variedade de
situacBes e podem servir como ponto de partida para a
criacdo de desenhos artisticos maravilhosamente intrincados.
Além disso, o conhecimento sobre este tema também é atil,
por exemplo, no desenvolvimento de taticas de guerra
usadas pelas forgas armadas [3, 4].

Esta area fascinante da Matematica fornece bonitas
aplicacbes do Calculo, de Equagdes Diferenciais, Teoria dos
Jogos e Geometria.



Il. MATERIAL E METODOS

Consideraremos as seguintes hipoteses [5]:

e O vetor-velocidade de P, em cada instante, visa a
posicdo atual de A,

e As velocidades de P e A sdo constantes, com propor¢do
k =vp/va (Fig. 2);

e As fungdes de movimento séo diferenciaveis;

e Para que P esteja sempre na direcdo de A, supomos que
seu tempo de reacdo a mudanca de trajetoria de A é
Zero;

¢ Néo ha obstaculos fisicos ou resisténcia do ar.

Fig. 2: Efeito do valor de k numa perseguicéo circular.

De modo geral, problemas de perseguicdo sdo resolvidos
com técnicas do Calculo Diferencial e Integral, muitas vezes,
por meio de equacGes diferenciais complicadas o suficiente
para deixa-los fora do alcance dos alunos do ensino bésico.

Felizmente, o professor tem a disposicdo diversos
softwares de simulacdo e modelagem. O Modellus, por
exemplo, é um software gratuito, desenvolvido por um grupo
liderado pelo Prof. Vitor Teodoro, da Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa. Ndo é
necessario possuir conhecimentos prévios de programacéo e
pode ser utilizado tanto pelo professor, como um ambiente
interativo para ilustrar um determinado assunto, quanto pelo
aluno, como recurso para explorar um modelo matematico
de um dado fendmeno, modificando parametros, condices
iniciais e outros aspectos [6].

I1l. RESULTADOS

a) Trés misseis [7]:

Trés misseis guiados P, Q e R, cujas bases se encontram
situadas, respectivamente, nos trés vértices de um tridngulo
equilatero, a distdncia de 100 km uns dos outros, sdo
langados simultaneamente. O objetivo de P é atingir Q, Q
dirige-se para R e R deve atingir P. Em intervalos regulares,
0s misseis corrigem a rota, de acordo com a nova posicao de
seus alvos.

Na figura (Fig. 3) estd representado como deve ser a
trajetdria de cada missil. A curva verde representa a
trajetoria do missil P, a azul do missil Q e a vermelha do R.

Se 0s misseis se deslocam a uma velocidade constante de
50 km/h, a partir do lancamento, quanto tempo leva até que
ocorra a explosdo?
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Fig. 3: Trajetoria dos misseis.

Solucdo: No comeco da perseguicdo, 0s misseis estdo
localizados nos vértices de um triangulo equilatero e, por
simetria, esta configuracdo se mantera durante o decorrer da
perseguicao.

Suponha, entdo, que num tempo t qualquer, os misseis
estdo localizados nos vértices de um tridngulo equilatero
cujos lados medem a(t).

Se v é a velocidade de deslocamento dos misseis, no
tempo t + At, o missil localizado no ponto A terd percorrido
uma distancia igual a vAt na direcdo do ponto B, onde se
localizava o segundo missil. Este missil, por sua vez, terd
percorrido a mesma distancia em dire¢do ao ponto C, onde
se localizava o terceiro, e este Ultimo terd, também,
percorrido essa mesma distancia, porém, em dire¢do ao
ponto A, onde estava 0 primeiro missil.

O diagrama (Fig. 4) mostra a nova configuracio
estabelecida pela posicdo dos trés misseis ap6s um intervalo
de tempo igual a At horas.
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Fig. 4: Posi¢do dos misseis no tempo t + At.

Desse modo, pela lei dos cossenos:

a(t + At)* = [a(t) — vAt]* + (vAt)?
—2[a(t) — vAt]vAtcos(602)(1)
ou seja,
a(t + At)? = [a()]? — 3a(t)vat + 3v2(At)2.(2)

Subtraindo [a(t)]? e dividindo ambos os lados da igualdade
(2) por 4t:

a(t+4t)%—[a(®)]? _ -3a(O)vat+3v2(At)? @A)
At - At \

e fatorando o lado esquerdo:

a(t*z‘“(t) [a(t + 4t) + a(®)]

=—3a(t)v + 3v*A4t.(4)



Fazendo At — Ona equacédo (4), 0 que corresponde a uma
mudanca continua na rota dos misseis, 0 primeiro fator a
esquerda da igualdade tende a a'(t) (definicdo de derivada), o
segundo a 2a(t) e a Ultima parcela a direita tende a zero.
Assim, no limite:

a'(t)2a(t) = -3a(t)v
> a'(t) = =2(5)
Integrando a igualdade (5), obtém-se:

—3vt
2

a(t) == [ vdt = ="+ k.(6)

Pelos dados do problema, quando t=0, o lado a é 100 km.
Consequentemente, fazendo t=0, tem-se k igual a 100. Além
disso, também é informado que v = 50 km/h e, quando os
misseis se encontrarem, a(t)=0. Ao utilizar esses dados na
equacdo acima, pode-se calcular o tempo t, para o qual
a(t)=0. Fazendo estas substitui¢des:

~250¢ + 100 = 0(7)

ou seja, t = 1h20min.

Observagdo 1: Os misseis poderiam estar localizados nos
vértices de qualquer poligono regular e a solugdo seria
encontrada por um raciocinio semelhante. Os misseis sempre
se encontrardo no centro de massa dos poligonos que, no
caso do tridngulo, é o baricentro (Fig. 5).

Fig. 5: Trajetoria dos misseis caso partissem dos vértices
de um quadrado ou de um hexagono regular.

Observacdo 2: Em 1875, Henri Brocard constatou que,
caso o triangulo ndo fosse equilatero, para que os misseis se
encontrassem, eles precisariam desenvolver velocidades
diferentes. Além disso, haveria dois caminhos, que levariam
a dois pontos de encontro: os “pontos Brocard” (Fig. 6).

Fig. 6: Pontos Brocard.

b) A arena:

Um ledo e um gladiador encontram-se em uma arena
circular, de raio igual a 40 m. O gladiador move-se ao longo
do bordo da arena, seguindo a circunferéncia, enquanto que
0 ledo parte do centro e segue sempre em direcdo ao homem,
ambos com a mesma velocidade (Fig. 7).
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Por quantos metros deverd andar o ledo até alcancar o
gladiador?

Fig. 7: Trajetdria do gladiador (vermelho) e do ledo (azul).

O ledo deve seguir uma semicircunferéncia cujo didmetro
é igual ao raio da arena e é perpendicular ao raio inicial. De
fato, os arcos delimitados por pontos vermelhos e azuis tém
0 mesmo comprimento. Sendo V a velocidade dos dois
oponentes, R o raio da arena e t 0 tempo, a equacao polar da
trajetoria do ledo é
r =R -sen(Vt/R). (8)

Portanto, ele deve andar 207 metros.

c) O Problema de Apol6nio:

Apoldnio de Perga (262-190 a.C.) foi um dos maiores
gedmetras da antiguidade, ao lado de Euclides e Arquimedes.
O conhecido “Problema de Apoldnio” é como segue [8]:

Dado um navio com uma dire¢cdo conhecida, que curso
deve ser tomado por outro navio, que o estd perseguindo
(supondo ambas as velocidades conhecidas), a fim de
interceptar o primeiro no menor tempo possivel?

O problema pode ser resolvido encontrando todos os
pontos que sdo simultaneamente alcangados pelos dois
navios, que € um “circulo de Apoldnio”. Se o circulo corta o
trajeto do navio perseguido, a interse¢do € o ponto em
direcdo ao qual o navio perseguidor deve seguir. Se o circulo
ndo intercepta a trajetdria, entdo ele ndo pode ser alcancado.

Uma das defini¢Bes diz que um circulo de Apol6nio é um
dos oito circulos que sdo simultaneamente tangentes a trés
circulos dados — isto é, um circulo que é solucdo para o
Problema de Apoldnio com trés circulos (Fig. 8).

o. 0.0 0,
o: 0ieie;

Fig. 8: Os oito circulos de Apol6nio.

d) O gato e o rato:

Jerry encontra-se, pacificamente, na origem 0=(0,0)
comendo seu queijo, quando Tom parte em sua direcdo.
Jerry pressente 0 seu inimigo e toma a decisdo de fugir ao
longo do eixo y no sentido positivo, com velocidade
constante vJ. A estratégia de Tom € correr sempre na direcdo
de Jerry, com velocidade também constante vT [9].



Quais as condigdes para vJ e vT a fim de que Tom capture
Jerry?

Descobre-se, através de equacdes diferenciais [10, 11], que
Tom alcanga Jerry se, e somente, se vT >vJ. As trajetdrias de
ambos estdo ilustradas a seguir (Fig. 9).

® Rato
o Gato

\\__// \4// “‘\5\‘.//

Fig. 9: Momentos da perseguicdo do rato pelo gato.

e) O Problema da Traineira:

Um barco veloz A (em vermelho) estd seguindo uma
traineira B (azul) quando a neblina (cinza) repentinamente
comeca a baixar (Fig. 10).

/
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Fig. 10: Barco perseguidor (vermelho) e barco perseguido
(azul).

Neste ponto, B, que esta sendo perseguido, muda seu curso,
mas ndo sua velocidade, e segue em linha reta numa nova
direcdo, desconhecida por A. Como A deve proceder a fim
de poder alcancgar B?

A resposta mais impressionante é que A deve continuar em
direcdo ao ponto em que B deveria estar, se tivesse mantido
seu curso quando a neblina baixou. Se B nédo estiver 14, A
deve seguir em uma espiral, centrada na origem, de tal
maneira que, enquanto estiver circulando, a distancia de A
até a origem aumente na mesma razdo que a de B a origem.
Se a velocidade de A se mantiver constante, a espiral sera
logaritmica (Fig. 11).

Fig. 11: Mudanca de rota de B e trajetoria ideal de A.

Observagdo: A fim de tornar o problema razoavelmente
pratico, A deve ser capaz de manter uma velocidade quatro
ou cinco vezes maior que B.

Ampliando os horizontes, podemos tracar curvas de
perseguicdo em uma superficie 3D. No seguinte exemplo
(Fig. 12), um ledo (vermelho) estd perseguindo uma gazela
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(azul) a 30% da sua velocidade, sobre uma superficie de
equacéo
z = 20sen(x)cos(y).(9)

= Gazelle
——| ion

Fig. 12: Ledo e gazela, k=0,3.

Séo aplicagBes possiveis das curvas de perseguicdo [12]:
o Estratégias de jogo: perseguicdo em um espago
confinado (como um ringue de boxe); perseguicdo
quando o movimento é condicionado (xadrez); impedir
presa de alcancar refugio (pega-pega).

e Perseguicdo militar: mirar quando disparar contra o
alvo; otimizar trajetrias de perseguicdo; perseguicdo
tridimensional na dgua ou ar.

e Engenharia de software: desenvolvimento de jogos
eletrdnicos e aplicativos para tablets e smartphones.

e Movimentos de animais: cdo perseguindo alguém;
aranha; correndo ao longo da sua teia; fazendeiro
tentando cercar porcos que escaparam.

e Arte e decoragdo: escultura Icosaspirale em San

Francisco, tapetes, almofadas, bolsas, etc (Fig. 13).

Fig. 13: Curvas de perseguicdo na arte e decoracéo.
IV. CONCLUSAO

Problemas de perseguicdo, normalmente, ndo séo
abordados nas licenciaturas; consequentemente, tornam-se
incomuns no ensino bésico. Eles fazem parte de uma gama
de situacdes que o professor pode lancar mdo como um
apéndice no estudo de cinemética ou de geometria [13].

Entretanto, poucos sdo os problemas de perseguicdo que
requerem apenas conhecimentos elementares por parte dos
alunos. Na maioria das vezes faz-se necessario o uso de
métodos do Calculo Diferencial e Integral. Afortunadamente,
problemas de perseguicdo, mesmo os mais complexos,
podem ser simulados com softwares educacionais, como o
Modellus.
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